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Objetivo Rever os conceitos de Célculo 1

Palavras chave média integral, média aritmética ponderada, pesos, teorema do
valor médio para derivada, soma de Riemann

Exercicios

1. soma de Riemann - aproximagao da integral
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2. Médias - aritmética simples e ponderada

(a) (V)[I(F)[] A média entre dois niimeros P, Q) é qualquer nimero M
tal que P < M < Q.

(b) M[JEFE)[] A média entre dois niimeros P, @ é um tinico nimero M
tal que M = M

() MIIE)[] Se s1 4 52 + 53+ 54 = 1 entdo s1p1 + s2pa + S3p3 + s4pa
é uma média entre os nimeros py, pa, p3, 4 relativamente aos pesos
51,52, 53,54 .

(d) M[JE)[] Se 51+ s2 + 53+ 54 = 1 tal que s; > 0 entdo

$1p1 + S2p2 + S3P3 + SaPa

é uma média entre os numeros pi, P2, P3, P4 relativamente aos pesos
$1, 82, 83, S4, tomados nesta ordem, chamada “média aritmética pon-
derada’.
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3. Soma de Riemann e média

Notagao:
Az =12 (1)
To=a,r1 =a+Ax,... (2)
Laxp=a+kAz... (3)
Tn=a+nAz=> (4)
Entao

n—1
(a) M) ] > f(zk)Az é uma soma de Riemann para f no intervalo
k=0

[a, b].

(b) MI®E)] ZM—b*a

() M) ] |1 Zo f(a+ kAz)Az é uma média aritmética ponderada

de uma selegao uniforme de valores de f no intervalo [a, D].

(d) M@ 5= Z fla+kAz)Az é uma média aritmética ponderada
de uma selegao umforme de valores de f no intervalo [a, b].

(e) MI]EF)[] Como uma soma de Riemann relativa ao intervalo [a, ]
é uma aproximagao para a integral de uma funcgio neste intervalo
b

entao b f f é um valor médio de f no intervalo [a.b] chamado “valor
médio mtegral de f no intervalo [a, b].

4. A derivada da fungao inversa

Se
F@) = Atan(z) (5)
y = g(x) = tan(z) (6)
entdo f(g(r)) = x portanto f,g é um par de fungdes inversas
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/@) = b (
f'g(2))g'(x) =1 (8

F(9(2) = 5y = cos*(a) (
y=g(z) =tan(z) = cos’(z)= ﬁ
FW) =1y (11

5. A pardbola tangente O polinémio

P(x) = ag + a1 (z — a) + ag(z — a)?

coincide com f(z) = 2sin(3z + 4) no ponto ponto a = 1 de tal modo que

P'(a) = f'(a) e P"(a) = f"(a). Entdo

(&) MUE)[] ao = f(a)
(b) MIFE)[] a0 = f'(a)
(©) MUE)[] a1 = f(a)
(d) WE)[] a2 = f"(a)
(e) ME)[] a2 = 5f"(a)

Faga o gréfico de f(x), P(z) com gnuplot mas use os comandos que se
encontram a seguir. Observe que estou usando derivadas aproximadas de
primeira e segunda ordem (os operadores quociente de primeira e segunda
ordem).

= 2 ## trocando este valor vocé pode obter a pardbola em outros pontos.

f(x) = 2%sin(3*x + 4) ;

rho = 0.00001;

Q_rho_f(x) = (f(x+rho)-f(x))/rho; # operador quociente

Q2_rho_f(x) = (Q_rho_f(x+rho) - Q_rho_f(x))/rho # op. quoc. de segunda ordem
= f(a); al = Q_rho_f(a); a2 = Q2_rho_f(a);

P(x) = a0 + al*x(x-a) + 0.5*a2*(x-a)**2;

set xrange [0:3]

set yrange [-3:3]

plot f(x),0, P(x)

pause -2

6. Na questao 5 vocé obteve, com gnuplot

(a) (V)[](F)[] o gréfico de uma reta tangente ao grafico de y = f(x) no
ponto (a, f(a)).

(b) (V)[](F)[] o gréfico de uma pardbola tangente ao grifico de y = f(x)
no ponto (a, f(a)).

(c) (V)[I(F)[] A expressio do polinémio do segundo grau cujo gréfico
tangencia o gréafico de f no ponto (a, f(a)) é

P(x) = f(a) + f'(a)(x = a) + f"(a)(z - a)?

(d) M[JE)[] A expressido do polindmio do segundo grau cujo gréfico
tangencia o gréafico de f no ponto (a, f(a)) é

f”(a)

P(z) = f(a) + f'(a)(z —a) + (z —a)?

(e) (V)[I(F)[] Uma das férmulas acima generaliza a férmula da reta
tangente ao grafico de f para obtermos o grafico da pardbola tangente
ao grafico de f. Esta férmula vai nos permitir de célcular o ponto de
queda de uma pedra que se encontrava rodando presa a um cordao e
que se “liberou” quando o cordao se partiu.

FEu disse, numa das primeiras aulas, que ainda poderiamos calcular o ponto
de queda da pedra depois de quebrado o cordao... falta um detalhe para
podermos calcular, é a derivada da equagao do circulo que vai ser assunto
da uma préxima lista. Nao percam!

7. A derivada da funcdo inversa Asin(z). Se f(x) = Asin(z) e y = g(z) =
sin(z) entdo f(g(z)) = = portanto f, g é um par de fungdes inversas.

(a) MIE)] (f(g(x))) = f'(9(x))g'(x)
(b) MM (F(g(x))" = (x)' =1
(© WU f(9(2)) = 55
@ WM F(9=) = s
(e) WMIE)(]
Fl9@) = ———— = fsin(@)) > f) = ———
1 —sin’(z) I-y
Conclusao: A derivada de f(z) = Asin(z) é f'(z) = 11902.

8. Sendo f(z) = sin(z) entdo as derivadas sucessivas de f (consideramos a
derivada de ordem zero a prépria fungdo) calculadas no ponto a = 0 sdo

(F)[ ] {_17 17 _17 17 _1» 1» _17 17 . }

M@ AL, -1,1,-1,1,-1,1,.. .}

Mm@ {-1,0,1,0,-1,0,1,0,-1,0,1,.. .}

(F)[] {07170 17071707717071107717"'}

(z) = Asin(wz) + Beos(w) em que A, B,w sdo constantes, entio
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(@) MUE)] f"(z) = w?f(z)
(b) MUE)] f(=) = —f(x)
(©) MU (=) = —f'(=)
(@) MUE)[] f(z) = —wf(x)

Faca o grifico da funcio y = f(x) = 22 + 5z + 6 detatalhadamente,
explicando todas as passagens com uso da derivada.

Calcule a derivada da fungao y = g(z) = 7 +72 e depois faga o gréfico desta
fungao cuidadosamente, explicando todas as passagens.

Calcule a derivada da fungao y = r(z) = % e depois faca o gréfico desta
fungao cuidadosamente, explicando todas as passagens.

Calcule a derivada de y = p(z) = —3cos®(x) + 10cos?(x) — 15cos(z)

Dois carros de corrida, A, B, que tem a mesma poténcia, se emparelham
num curva no ponto zg do autédromo. Depois disto o piloto do carro B
observou que seu carro estava com um entupimento de valvulas perdendo
poténcia e consequentemente velocidade. Finalmente o carro B perdeu a
corrida. Faga um gréfico simulando a corrida dos dois carros a partir do
ponto xg.

Calcule as derivadas das fungoes abaixo e diga onde sao continuas

a) f(z) = cos(z+3) D) f(z) =sin(3z+7) o)f(z) = S

) 77 0ftn) = TEE 1) i
A fungdo f(z) = /7 é a inversa da fungio g(z) = 22 justifique esta

afirmagdo com uma conta adequada. Calcule a derivada de f(z) = /x e
indique o dominio de validade.

A fungdo f(z) = ¥z é a inversa da fungio g(z) = 2 justifique esta
afirmagao com uma conta adequada. Calcule a derivada de f(z) = ¥z e
indique o dominio de validade.

A funcao f(z) = x4 pode ser vista como a composigao de fungoes. Expli-
cite isto e calcule a derivada de y = f(x).

Calcule a derivada de y = f(z) = 1/% indique qual é o dominio de
validade de f e de f’. Faga o grafico de y = f(z).

Integral Represente geometricamente (gréafico) e calcule as integrais:
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a) [(z+3) b) [(z+3) ¢ f(z+3) d) [(z+3)
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f(z) = tan(x) b) f(z) = ztan(z) c)f(x) = sin(x? + 3x)
f(z) =tan(x?® +3z) e)f(z) = Asin(z) + Beos(z) f) f(z) = sin(Ax)

) ~ 26in(z) cos(s) + cos'(2)
z)+351n( ) cos(x) + 3sin(x) cos?(z) + cos® ()
) — 3sin?(x) cos(z) + 3sin(x) cos?(x) — cos®(z)




